Teoreticka ¢ast - 10.6.2021

1. (a) Definujte parcialni derivace (v¢etné derivaci vyssich radi)
a totalni diferencial (2,5 bodu).
(b) Zformulujte a dokazte vétu o st¥edni hodnoté (3 body).
(c) Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:
i. je-li f € C'(R?), potom existuje konstanta C' € R, Ze
[f(2) = f(W)| < Clz = yl, z,y € R?,
ii. je-li f € CY(R?), potom existuje konstanta C' € R, Ze
[f(x) = f(y)| < Cle —yl, z,y € U((1,2),3),
iii. je-li f € C'(R?), potom existuje konstanta C' € R, Ze
[f(z) = fy)l < Clo —yl, w2,y € [-3, =2] x [-1,0]
(2,5 bodu).



. (a) Definujte mocninnou fadu a Taylorovu fadu (2 body).

(b) Zformulujte vétu o poloméru konvergence a derivaci moc-
ninné fady (2 body).

(¢) Necht > janz"a) 2 b,z" jsou mocninné fady a A, B €
R jejich poloméry konvergence. Rozhodnéte o platnosti na-
sledujicich tvrzeni:

i. mocninna fada Y~ (a, + b,)z" ma polomér konver-
gence max(A, B),

ii. mocninna rada )" (a, + b,)z" ma polomér konver-
gence min(A, B),

iii. mocninnd fada Yy (a, + b,)z"™ ma polomér konver-
gence ménsi, nebo roven max(A, B),

iv. mocninna fada )~ (a, + b,)z" ma polomeér konver-
gence vétsi, nebo roven min(A, B),

Vse fadné zdavodnéte (2,5 bodu).

(d) Dokazte nasledujici tvrzeni: necht " >° ja,z" je mocninna
fada s polomérem konvergence 9. Ozna¢me f(z) = >~ a,z",
z € (—9,9). Potom fada )~ a,z" je Taylorovou fadou

funkce f se stiedem v bodé 0 (1,5 bodu).



3. (a) Definujte metricky prostor, kompaktni metricky prostor a
kompaktni mnoZinu (2 body).

(b) Zformulujte a dokazte vétu o kompaktnosti v R? (3 body).
(¢) Rozhodnéte o platnosti néasledujicich tvrzeni:

i. je-li {a,} C R konvergentni posloupnost s limitou a,
potom je mnoZina

A={a,:n €N}

kompaktni v R s obvyklou metrikou,
ii. je-li {a,} C R konvergentni posloupnost s limitou a,
potom je mnozina

A={a,:neN}U{a}

kompaktni v R s obvyklou metrikou,

iii. je-li (M, p) kompaktni metricky prostor, U C M ote-
viena, potom je U kompaktni,

iv. je-li (M, p) kompaktni metricky prostor, K C M uza-
viend, potom je K kompaktni.

Vse fadné zduvodnéte (3 body).



